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Sviluppi di Taylor di ordine superiore

Teorema 1 (Teorema di Taylor). Siano Ω un insieme aperto di Rd e sia F : Ω → R una funzione di
classe Ck(Ω), k ≥ 1. Allora

F (X0 + X) =

k∑
j=0

Tj(X) + o
(
|X|k

)
,

dove per ogni j = 0, . . . , k, Tj è il j-esimo polinomio di Taylor in X0, ovvero:

• T0 è il polinomio costante:

T0(X) = F (X0) per ogni X ∈ Rn.

• P1 è dato da

T1(X) = X · ∇F (X0) =

n∑
i=1

∂iF (X0)xi per ogni X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

• T2 è il polinomio

T2(X) =
1

2
X · ∇2F (X0)[X] =

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

∂ijF (X0)xixj per ogni X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

• per k ≥ 3, Tk è il polinomio

Tk(X) =
1

k!

n∑
j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jk=1

∂j1j2...jkF (X0)xj1xj2 . . . xjk per ogni X = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

Dimostrazione in dimensione due. Useremo la notazione X = (x, y) e X0 = (x0, y0).
Ragionando per induzione, supponiamo che la tesi sia vera per un k ≥ 1. Dimostreremo il teorema è
vero anche per k + 1. Ora, siccome le funzioni

∂xF : Ω→ R e ∂yF : Ω→ R

sono di classe Ck, abbiamo

∂xF (x + x0, y + y0) =

k∑
j=0

Pj(x, y) + ε1(x, y),

∂yF (x + x0, y + y0) =

k∑
j=0

Qj(x, y) + ε2(x, y),

dove Pj e Qj sono i polinomi di Taylor delle funzioni ∂xF e ∂yF in (x0, y0), mentre ε1 e ε2 sono tali che

lim
(x,y)→(0,0)

ε1(x, y)(√
x2 + y2

)k = 0 e lim
(x,y)→(0,0)

ε2(x, y)(√
x2 + y2

)k = 0. (1)
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Ora, fissiamo (x, y) in intorno di (0, 0) e calcoliamo

F (x + x0, y + y0)− F (x0, y0) =

∫ 1

0
(x, y) · ∇F (x0 + sx, y0 + sy) ds

=

∫ 1

0
x ∂xF (x0 + sx, y0 + sy) ds +

∫ 1

0
y ∂yF (x0 + sx, y0 + sy) ds

=

∫ 1

0
x
( k∑

j=0

Pj(sx, sy) + ε1(sx, sy)
)
ds

+

∫ 1

0
y
( k∑

j=0

Qj(sx, sy) + ε2(sx, sy)
)
ds

=

∫ 1

0
x
( k∑

j=0

sjPj(x, y) + ε1(sx, sy)
)
ds

+

∫ 1

0
y
( k∑

j=0

sjQj(x, y) + ε2(sx, sy)
)
ds

=
k∑

j=0

1

j

(
xPj(x, y) + yQj(x, y)

)
+

∫ 1

0

(
xε1(sx, sy) + yε2(sx, sy)

)
ds.

Ora, siccome
T0(x, y) = F (x0, y0)

e per ogni j ≥ 0, si ha

Tj+1(x, y) =
1

j

(
xPj(x, y) + yQj(x, y)

)
,

otteniamo

F (x + x0, y + y0) =
k+1∑
j=0

Tj(x, y) +

∫ 1

0

(
xε1(sx, sy) + yε2(sx, sy)

)
ds.

Infine, siccome

lim
(x,y)→(0,0)

1(√
x2 + y2

)k+1

∫ 1

0

(
xε1(sx, sy) + yε2(sx, sy)

)
ds = 0,

abbiamo la tesi.
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