Teoremi ed esercizi di Analisi 2 www.velichkov.it

SVILUPPI DI TAYLOR DI ORDINE SUPERIORE

Teorema 1 (Teorema di Taylor). Siano Q un insieme aperto di R? e sia F : Q — R una funzione di
classe C*(Q), k > 1. Allora

k
F(Xo+X) =Y T(X) +o(|X["),
i=0

dove per ogni j = 0,...,k, T} e il j-esimo polinomio di Taylor in Xo, ovvero:
e Ty e il polinomio costante:

To(X) = F(Xo) per ogni X € R".
e P ¢ dato da

T1(X)=X -VF(Xp) = Z@FXO ;. per ogni X = (x1,...,x,) € R™.

e 15 ¢ il polinomio

n n
Th(X) = fX V2F( ZZ F(Xo)xix; per ogni X = (x1,...,2,) € R™.

[\D\H

e per k > 3, Ty, ¢é il polinomio

1 n n n '
k— Z Z Z Ojrjo. i F(Xo)xj 24y ... xj, per ogni X = (x1,...,2,) € R"
1=1je=1  jp=1

Dimostrazione in dimensione due. Useremo la notazione X = (x,y) ¢ Xo = (z0, %0).
Ragionando per induzione, supponiamo che la tesi sia vera per un k£ > 1. Dimostreremo il teorema e
vero anche per k + 1. Ora, siccome le funzioni

0 F Q=R e OyF : 1 =R
sono di classe C*, abbiamo

k
0:F(x + o,y +w0) = Y _ Pi(x,y) + e1(,y),
7=0

ayF(x + o,y + yO) = ZQ](:Evy) +52($7y)7
=0

dove Pj e Q; sono i polinomi di Taylor delle funzioni 0, F e 0y F in (xo, o), mentre €1 € 2 sono tali che

61(17,3/) -0 e lim 62(1‘,y)

.
(w,y)lg%O,O) (\/m)k (z,y)—(0,0) ( /22 +y2)k

~0. (1)



Ora, fissiamo (z,y) in intorno di (0,0) e calcoliamo
1
Fo +a0,y+ 90) ~ Flaow) = [ (0.9): VF(ao+ 52,90 + 59) ds
0

1 1
= / x 0 F(xo+ sz, yo + sy)ds + / y Oy F'(zo + sx,yo + sy) ds
0 0

- /01 x(in(sm,sy) + 61(sx,sy)> ds
/1 (zk:Q] (sx, sy) + ea(sz, sy)>d
§=0
/ (ZS]PJ (x,y) + e1(sz, sy)) ds
.\ /01 y(ZSij(x’y) + eo(sz, sy)> ds

j=0

ﬁ:;(:rP (z,y) +yQj(x, y)) + /01 (q;gl(sgc, sy) + yez(sx,sy)) ds.

Ora, siccome
To(z,y) = F(zo,yo)

e per ogni j > 0, si ha
1
Tjy1(z,y) = 7 (fﬂPj(x, y) +yQ;(w, y)),

otteniamo
k41 1
F(z+ zo,y +yo) = ZTJ(L y) + /0 (wa(sx, sy) + yea(sx, sy)) ds.
§=0
Infine, siccome
. 1 !
(x,y%lgio,o) W /0 (mel(sx, sy) + yea(sz, sy)) ds =0,

abbiamo la tesi.



